PROBLEMATIKA SENZITIVITY SIETI

Lubomir KUBACEK a Ludmila KUBACKOVA
Katedra matematické analyzy a aplikaci matematiky Ptirodovédecka fakulta,

Univerzita Palackého, Olomouc

Podporené grantom ¢, 201/96/0436 Grantovej agentiry CR.

Abstrakt.  Pri pouziti viacerych meracich systémov pri uréovani parametrov geodeticke)
siele je potrebné zohladnit’ ich, vo vieobecnosti réznu, presnost. Priblizné udaje
o charakteristikdch presnosti mame vidy k dispozicii pred meranim. V praci je vyietreny
vplyv apridraych neistdt o charakteristikich presnostt na presnost odhadov a dalej st urdené
hranice, ktoré ticto neistoty nesmi prekrocit, ak nechceme podstatnym spésobom porufir
kvalitu odhadov, pripadne inych Statistickych charakteristik vyslednej siete (konfidencné
oblasti pre jednotlivé body, zdruZené konfidencéné oblasti pre skupinu bodov, prahové oblasti

ap.).

UvoD

Suradnice, pripadne vyiky bodov geodetickej siete uréujeme obvykle skupinou
pristrojov. Dnes si nemoZno predstavit' napr. meranie v niveladne] sieti bez sucasného
pouZitia nivelaéného pristroja a gravimetra. Charakteristiky presnosti tychto pristrojov a
spdsab spracovania nameranych Udajov urduji charakteristiky presnosti urfenych odhadov
suradnic, ich nadmorskych vysok, pripadne gravitaéného zrychlenia. Tieto skutoénosti sa
samozrejme prejavujd aj v sietach GPS.

Charakteristiky presnosti st uvadzané v certifikatoch meracich pristrojov. Tieto tdaje
sa mozu od skutocnosti viac alebo menej odchylovat. MdZe to byt spdsobené transportom
pristrojov, ich &astym pouzivanim, vplyvom nepriaznivych meteorologickych pomerov ap.

Akékol'vek odchylky charakteristik presnosti od skuto¢nych hodnét sa vo vypoétoch
vidy prejavia zhordenim presnostt vyslednych odhadov. (Je zaujimavé, Ze toto zhordenie
nastava aj v pripade, Ze presnost’ pouZitych pristrojov je v skutonosti vyidia neZ sme
predpokladali. Pri pouZiti jediného pristroja tento efekt nenastava.)

Je preto potrebné preskiamat’ nielen vplyv tychto odchylok na vyslednii presnost’, ale
aj ur€it’ hranice, ktoré nesmi byt' prekrodené ak nechceme tito presnost” zniZit’ podstatnym

spdsobom.
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V pripade, 7e Gdajom z certitikdtu uZ nemozno doverovat, odhaduji sa charakteristiky
presnosti zo stboru nameranych tdajov. Ticto odhady obsahuji v sebe samozrejme uréite
neistotu. V' d’aliom spracovani nameranvch Udajov ju uvaZime alebo ju zanedbame. Ak ju
zanedbame musime sa najprv presvedcit’, &1 zhorfenie vyslednych edhadov je alebo mie je
zancdbatelné. Toto rozhodnutie médZeme vvkonat' relativie jednoducho pomocou tedrie
senzitivity. UvaZenie neistdt v odhadoch charakteristik presnosti v d'alsom spracovani
nameranych Odajov vedie obvykle ku komplikovanym matematickym Gvahdm a preto sa
predbeine v praxi nepouZiva,

Prispevok autorov K tedrii senzitivity je uvedeny v pracach [1] aZ [8].

V d'alsom su pouzité metddy z (9] a [10].
1. Oznadenia, definicie a pomocné tvrdenia

Matematicky model geodetickej siete budeme pre jednoduchost’ uvazovar’ v tvare
I

Y=XB+e, feR, Var(e)=2(9) =D 9V,

i=l
kde I je n-rozmerny observatny vektor (jeho realizaciou vznikd subor nameranych udajov), Y
je znama nx k matica plinu, f je neznamy k-rozmerny vektor parametrov siete (suradnice,
vyiky, gravitaéné zrychlenie), R* je k-rozmerny euklidovsky priestor (nepredpokladame teda
Ziadne podmienky na parametre siete), £ je chybovy vektor, £(&) je jeho kovarianéna matice
ad= (.91 sons & )' € &< R” je vektor charakteristik presnosti pouzZitych pristrojov; podmnozina
& p-rozmemého euklidovského priestoru je otvorend (v euklidovskej topolagii) a
charakterizuje ti mnoZinu monych hodnét charakteristik presnosti, ktoré v danej Glohe sa

mdzu vyskytnat', V d'alfom predpokladame pz 2.

Lema 1.1 Nech &° je skutodnd hodnota vektora charaktenistik presnosti 9 . Ak d'alej
hodnost’ r(¥) matice X je k<n a matica Z(9") je poritivne definitnd, potom najlepsi

nevychyleny linedmy odhad parametra /3 je

Ar.o)={xz (o e vz (o).
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Lema 1.2 Za predpokladov lemy 1.1 pre kazdy vektor 9 # 3" a pre kazdy vektor
he R* plad
{a)
5 3 i
EVRpY, 8N /8 \=hp, pekrt
\ /

Tu symbol E oznaduje strednii hodnotu (matematicka nédej) a
F Y \]
Eth’ﬂ(}’, 9| p.8° )

Znamend, Ze ju uréujeme v bode 4,97,

()
Var[h'“,a(}’, 2| 9‘) > Var(h?ﬂ(}’, )l 9‘)

Tu oznadenie Hzr[h::{}(}', Y &"] znamend, Ze varianciu odhadu h}i(}’, &) lunkcie

k(3= 1 g(r.9) 0 ¢ R* uréujeme v bode &°.
Z posledne] lemy je zrejmé, Ze pouzitic nespravnej hodnoty vektora 9 nespdsobi

vychvlenost’ odhadu, aviak zvagsi jeho disperziu.

Definicia 1.3 Nahodni premennu
5
\

c{h'}s(}’, 9)128,1,.,

nazyvame senzitivitou adhadu (estimatora) funkcie A(3) = ' B(V,9), 0 e R*, na

parameter & . Ak observadny vektor ¥ realizujeme vektorom y, potom &islo
o oF V74
C’L-"l Ay, .9)}: ad |
nazveme apasteridrmeou senzitivitou odhadu alebo senzitivitou estimatu funkcie

W) =np(¥,9),F e R, naparameter 9.



V d'alfom budeme predpokladat’ platnost” vztahu
W T e G T U TN, FLTURN e
Varl (Y. 9+ 83)] 9 J‘=I’arth Alr.e )+ !:ﬁ[},.Q}J,a‘) |, (6818
feda v Taylorovom rozveji zanedbdvame cleny diuhého a vy3sich radav, Tu

[g{’h;ﬂ’ﬁ(r‘ &‘}\J iog |Ja.ﬁ' i|5.9 = i‘[ﬁ(h:ﬂ(]" lg)] ,’{3“9: |3-.9‘ :|£9l91

Definicia 1.4 Qznatme

i ) *
5, = VVur[h'ﬁ{}’, 9| & )
Oblast’ nesenzitivity pre odhad funkcieh h{f)=#'8(F,9), 8 = R* je

{53 : phr{h’ﬁ(y,a' +59)) 3'} <o+ g:)}

Tu &, je ¢islo zvolené observatoram, ktory pripGit'a zvitienie smerodajnej odehylky g,

maximélne na hodnotu o, ‘Jl +et,

Definicia 1.5 Aposteridra oblast’ nesenzitivity pre odhad funkcie

WB)=hply, 8 pecR ,
{53 1R By, 8" +83)- W p(v,9")s o, 5, }

2, Urlenic oblasti nesenzitivity pre funkciu parametra 2

V tejto sekcii sa budeme zaoberal” jedinou funkciou parametra 35 h(3)= 10, 4 « R
V daliom pouZijeme oznadenia

Y ~ (a, ), kioré znamend, Ze ndhodny vektor ¥ mé stredni hodnotu a a kovarianeni
maticu W,

A" znamena Mooreovu-Penroscovu zovieubecnend inverziu matice 4 (lzn. plati
AL A=A A A4 = 4" A4 = (41" ) a A A= (47 4)),

symbol £° oznaluje T (.9').

M,=I-P, P, = XX".



Tvrdenie 2.1 Pre nahodny vektor 3441, 8)/29' |, plati:
(a}

) LY,
anplr, 9y o8, .= i [=(r-xi(r,e),
b o

kde 7, = wxz x| xz,
(b)

~

ahpr,8)ia |, .~ (0,%,),
kde

{"Vh}t,1= : (M.r}:.Mx).(I":Lh Vﬂ[‘*)’ hj=l..p.

(¢) Vektory

onp(r, oy as|, . a plr,o)

st neskorelované.

Désledok 2.2 Ak 8= 8" + 58, potom

Var[h'"ﬁ(y. & +53)| 9'} - Var( Wplr,9), 3'} +83W, 89

Tyrdenie 2.3 7 Dasledku 2.2 ahko odvodime, e oblast’ nesenzitivity je
69:69W,69 < ole?}.
Oblast’ nesenzitivity z tvrdenia 2.3 je cvlinder s asou, ktord prechidza zadiatkom

priestoru R” a ktorej smer je dany vektorom 9°. Plynie to z nasledujiccho tvrdenia,

Tvrdenie 2.4 Stipcovy priestor MW,)=Wuue R} matice W, je kolmy na vektor
8, un ()W, =0,
Ak 68 = 18", tzn. posun parametra @ nastal v smere skutodného vektora 87, potom

Var[h'}i(}’, & +69), S'J = vz;r[h’ﬂ(}', 9 )& J
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Pozniamka 2.5 Rozmery zikladne uvedeného cylindra sa menia, ak sa meni velkost
vektora & pri zachovani jeho smeru. So zviiddovanim normy vektora J° (pri zachovani
smeru) sa zakladia cylindra zviséuje. Tieto pravidla platia, pokial’ pouZivame definiciu 1.4
{tu ide o povolené relativne (vzhl'adom k & ) zvagSenie smerodajnej odchylky.

Oblast nesenzitivity sa moZe definoval’ samozrejme aj tak, Ze za kritérium zvolime
absolitne zvicienie smerodajnej odchylky . Potem oblast nesenzitivity bude

B epw,ap <6,
kde £, je povolené zvadienie hodnoty o, .

V pripade, Z¢ vy3etrenie oblasti nesenzitivity z nejakych ddvodov nemdzeme vykonat'
pred meranim, mdZeme takéto vySetrenie vykonal® aj po merani. Tu je situdcia viak
kvalitativne ind, pretoZe ckrem dodatotného vypodtu apridrmej oblasti nesenzitivity moZme, a
to na zaklade nameranvch Adajov, ur€it’ aj aposteridrnu oblast’. MaZe nastat’ siludcia, Ze
aposteridrna oblast' pokryva apridrnu. Potem samozrejme do tvahy vezmeme aposteriérmu.

Tu plati nasledovné tvrdenie.

Tvrdenie 2.6 Ak

so(L; VI o, LT

potom

lkp(r,s° «59)-nply, s ‘1 <&@,

|
Tuv=¥-X3(r,)
Poznimka 2.7 Za funkcie & () obvykle volime h(8)=h'B8,fe R, i=1,. k;

zrejme kb =(0,,...0,,.1,,0,.,,-..0, ) .

3. Urdenie oblasti nesenzitivity pre konfidenény elipsoid

Ak v nafom matematickom maodeli geodeticke] siete ma observaény wvektor ¥
normélne (Gaussovo) rozdelenie pravdepodobnosti, potom moZne urdit’ oblast, v kiorej sa
hodnota nejakej vektorovej funkcie g{j’))t Gfi, 1 e R* | nachidra s pravdepodobnostou l-u
(kde @ je dostatoéne malé &isle, ktoré obvykle volime rovné 0.05). Plati tu nasledujice

tvrdente,
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Lema 3.1 Ak ¥ mda normdlne rozdelenie pravdepodaobnosti a sx k matica ¢ ma

hodnost r((7) rovnil s<k, potom elispoid
v v e - r | L sl id P r
E, ={oﬁ Lols - ] olxz(o)x] &} 'lp - B)s 2 (ou ua}}

pokryva hodnotu (vektorovi) funkecic g(.) s pravdepodobnostou 1-e. Tu 0= )ge
(l - a)nkvanti] centrilneho chi-kvadrat rozdelenia pravdepodobnosti s 5 stupfiami volnosti.

Z lemy 3.1 je zrejmé, Ze tvar aj rozmery konfidenéného elipsoida zavisia od vektora
. Za oblast' nesenzitivity zvolime taki mnozinu vektorov &%, ktord bude splaovar
nasledujiocu podmienku. PouZitie $° + &9 namiesto 8 spdsobi takil zmenu tvaru a rozmeroy
konfidentného elipsoidu, Ze pravdepodobnost pokrytia hodnoty funkeie g() novym
elipsoidom nebude mendia nez 1-a—¢,, kde &, je dostatoéne malé ¢islo, ktoré zvoli

observator,
Tvrdenie 3.2 Nech

K= {5-9 (89 ~u, )' (r’A - aa'x.&q g )s 62 ,;—} !
Yt =l al
Ak 4% e K, potom
P{Gﬁ’ ef u:[u-aﬁ(y,.sz' . .9)]{(?[.?('2 '(9).\’]"6'}” x
* [u —Gﬁ’(}",&l- +§3)] < xf(U,l —a‘}} } zl-a~g
Tu
uy =[5, M ~a'd-a)-a,

&, Je rieSenim rovnice

{S”G },”‘ = Tr(U VULV, ) Lj=leaip

Ll

U =2 e et (oe e T oo e e'),
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= el toty,

%:'F' i wlahe, r} \ =T¥ {(Vv ["\J'r-\’z(‘?. )‘U-' ] Vf ll' L ],--,_P,

S LR

a=[trU Vb U, )
tje cislo z intervalu {3,5] a je zvolené podl'a tedrie uvedenej v [3]; v praxi vystadime s éislom

4 a pri vi¢iej opatrnosti s &islom 5.
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